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非线性正压� � �� �� 波及其稳定性

黄 建 平
� 中国科学院兰州高原大气物理研究 所 �

提 要

本文应用常微分方程 的稳 定性理论和几何理论
,

从非线性正压涡度方程 出发
,

讨论 了一类非线性正压� � � � � �波的存在性和稳定性
。

结果表明
� 对于无耗散系 统

� ��
� � �波的存在和稳定要 求基本气流绝时涡度的经向梯度与波速

、

墓 本气流 之差

”反号
,

即 �

�。
� � 之�

� � � �� 
“
忍 � ‘� , �一丽 � 。且 � � 。时初始涡 度不 ”零

。

最

后给 出两种情况下波的解析解表达式
。

引 言

最近几十年来
,

非线性波动的研究愈来愈引起了人们的重视
,

并取得了一些有意义的结果

〔�一 � 〕
。

在大气科学方面
,

最早重视这方面工作的是�
� � � 〔的和 ��� �� � 〔� 〕

。

他们研究 的是

具有水平切变的正压� ��
� � �波

,

认为其振幅满 足 � � � 方 程
。

在 国 内 刘 式 达
、

刘 式 适
〔� 一 � 〕从非线性大气运动方程组出发

,

探讨了解非线性方程的途径
。

他们将非线性项在平衡点

附近作�
� � �� �展开

,

求得了非线性有限振幅的惯性重力波和�
� � � � �波的解析 解

。

黄思训等
�
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, � � , �

〔� 〕
,
� �作了进一步的工作

,
他们从无辐散正压大气方程组出发

,

导 出 了 不考 虑
� 一昔于

�
和

” ,

一 一 ” ,

一 ” 尹 ’

一
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一
’
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樱今项的正压涡度方程
,

由此
,

他们首先把波的存在性化为非线性常微分方程组是否存在
��

一

少、曰 切

一�
‘� ,

�
� ,

一
’

� 一”�
‘

” 曰 产 “ ‘
一一

” 叨 “ 一一
’“ �

”
‘

一
、

一
” 一 ‘

� “ ” 一一
,

一 一
’‘

一

周期解的问题
,

然后再从常微分方程的定性理论出发
,

指出在相平面上存在闭合的相轨线是非

线性�
� � � � �波的存在条件

,

并且得到了非线性� ��
� � �波的解析解的表达式

。

受文献 〔 � 〕的启发
,

我们对文献 〔 � 〕中用来讨论 � ��
� � �波的方程进行了分析

,

首

先分析了这类方程所描写�
� � � � � 波的存在性

,

进而讨论了扰动对波的稳定性影响
,

并得到

了这类非线性�
� � � � �波的稳定性判据

。

�� � �年 � 月 � 日收到
,
� 月 � 日收到第一次修改稿

,
已月�� 日收到第二次修改稿

。

� � 张铭
、

黄思训
,

非 线性拐旋行基波的非绷散娜
,

� �  �年大气环流会议材料
,
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二
、

基 本 方 程

取一般情况下的正压无辐散大气中的涡度方程和连续性方程为

� � �
�
�二了� � ��

州一一�
� 一、 口� 口�

� 、� � � � � �
�

。

十 �
一而尸八丁丽二一

��
一

� 十 �
� 二 ”

� �

� � �

� � �
�一�

两�一八曰�

�
�一�

八�一八�

令
� � � �� � � � � � �

, � � � � � �
,
� 二 � � � �� 一 � �

其中�
、

�分别表示
� 、

�方向上的波 数
, � � � � 为随纬度变化的基本西 风

。

将 � � � 式代入 � � �
、

� � � 式得

� �
�

,

一
�

二 , 、

� 、� �  �� 、
�

了。 � 名� 、
, �

饭
�

下二, 十 气 � 十 � � 一一� 二

一
��一二了一一一 一 一一下产� 一 , 十 � � 一 一� � 一言� � 刃� 二 �

� � � � � , 、 � � � � , 、
一

� �
“ �

� � � , � � � , � �

其中
“ 产”

表示对 �的微商
。

� � �

� � �

� � �

为了使间题简化
,

类似 文 献 〔�
, � 〕中的处理

,

我们在上面推 导 中 略 去了�
�

� �

�一妙二
�

� 二卫一、丽
�

、 己� 己� � � 、 � 这相当于略去了经向扰动速度产生的非线性作用
,

与文献〔� 〕不 同的

是我们考虑了基本气流的经向变化
。

对 � � � 式进行积分 � 取积分常数为 � � 得到

� � 一

丰�

版

把 � � � 式代入 � � � 式整理后得到关于 � 的二阶非线性常微分方程
。

� 月 � � � � , 一 七� 二 �

其中

� � � �“

�

� 一 � �

�

�
,

一
、

� 一� 、“ 一 � 少

� � �

� � �

� � �

。 � 么 � 、 �
,

� 一
一 一二二一一二� 一 � � �

� �
石 , �

一一
�

口厄了、二�一�
‘

匕�‘
��

尹‘尹��月������  !� !�

其中七与基本气流绝对涡度的经向梯度成正 比
, � 与�

� � � � �波速与基本气流之差成正比
。

从上面的推导可以看出
,

非线性� �� � � �波的解 即归结于求 � � � 式的周期解〔� 〕。

三
、

非线性正压� � � � ��波的存在性

下面我们讨论 � � � � � � � 式描写的一类正压� �
� � � �波的存在性 问题

。
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将 � � � 式化为一阶常微分方程组
,

令 �
� �
�

,

则 有

� �
, � � � �

邑�

�� � � �
� � � �一一�

这是一个二维单自由度自治系统
,

平衡点为〔“〕� �
,

� � � � �
, �

� � 息�

� � 一 刀 � �

�
� 下二不

�

积分 ( 11 )式得

巡兰
一 A +

盯
一
: : , n ! 。

+
vI

乙

( 1 2 )

其中A 为积分常数
。

令
‘ 卜 ’

f( V )

二
A

+ 邑V 一 邑术
n
晰+ V } ( 1

.
3 )

类似文献 〔 7 〕
,

1
) 中的作法

,

下面对各种不 同的情况讨论平衡点周围相 轨 线 的性

质
。

要在平衡点 ( 权
,

o
) 周围有闭合的相轨线就一定要 保 证 v =

、

0 时
,

f ( v ) > 0
,

即

要求
A > 邑勺In }月! ( 14 )

同时对邑
, 月的符号要有一定的限制

。

设

I f
:(V ) = A + 邑V ( 1 5 )

{

fZ(v ) = ; : In !: + V , ( 1 6 )

f ( V ) = f ; ( V ) 一 f
Z
( V ) ( 1 6 )

由 ( 13 ) 式可知
,

要使 f(V )在 ( 0
,

0 ) 点有定义
,

且f
:(V )和j

:(V )有 两 个 交点
,

只有

当”> o 且月 + V > o 和 月< o
, ”+ V < 。时才有可能出现

。

下面就这两种情况进 行 讨 论
。

I

、

n
> 0

,
n +

V > 0

由图 1 不难看出
,

对于这种情况在V
;< V < V

Z
范围内要 使 f ( V ) > 。 ,

只有当息< o

时才会出现
。

若邑> O
,

n
>

O
,

f
:

( V ) 和 f
:
( V ) 不会有两个交点

。

l

、

帐 0, 叶 v< 。
‘

{

对于这种情况 (见图 2 )
,

在V
:< V < V

Z
范围内要 使 f(V )夕 Q

,

只 有 七> O ,
n

<
O

。

/////

井 巾巾卜卜{{{{{{{{{{{{{\\\

图 I n > 0
, 月+ V > 0

F 19
.
1 月> 0

, 月+ V > 0
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f‘( V )

图 Z n < 0

F 19
. 2 月<

,
n +

V
<

0

0
, 月 + V < 0

下面在W
,

V 相平面上作出相轨线
。

先讨论息< 。
, ”> 0 的情形

。

由 于 ( 12 ) 式 在 相

平面上关于W 是对称的
,

故只须考虑第 I
,

第 ! 象限的情况
。

设V
:
《V 《V

:,

此时n + V >

0 。

对于第 I 象限
,

W >
o

, 介 + V > o
,

故V
l
> o

,

W

,

<
o

,

即 V 从 。增加到V
:
时

,

W

从亿了可万了减少到 。 , 对于第 ! 象限
,

W )
o

, 勺 + V ) o
,

故 v
,

) o
,

W

‘

)
o

,
V 从

v :减少到。
,

w 从 。增加到亿
一

万瓦而了
,

又根据w 的对称性
,

我们得到在 v :《 v 《v
:
情况

下
,

相轨线是闭合的 ( 见图 3 )
。

当息> 。 ,
n

< 。时
,

平衡点周围的相轨线是 闭 合 的
,

走

向和上述情况一致
,

只是V
:
和V

:
的取值不 同

。

乓
·

七嵘O ,

心0 气七匆
,
月> O

图 3

注. b 中劝< 0

由此可知
,

只有当乙和”反号时
,

且A 满足 ( 14 )式时才可有周期解存在
。

下面来说明积分常数A 的物理意义
。

首先记

屯
。
= 七I

v一 。 二 k V ‘一 I U :
=

k
Z + 1

:

k

屯.即为V = O 时的扰动涡度
。

.
_
_

V “

二
,

二
, . ,

一
田士 一下产一 }v二 “ A 一 弓n I n Jn l

,

砍有
石

】屯
。

!

k
名 + 1

名

一 k
了 2 (A 一 唇月In jn .)

k : + l 名

一
k

侧 Z F ( 0 ) 吸1 7 )
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由于 A > 息示
n
l州

,

由此推出仁
。
---

一
、

公产生周期解
。

综上所述
,

当基本气流绝对涡度的经 向梯度与R
ossby波速和基本气流速度之差为反号

,

且V = 。时的扰动涡度不为零时
,

扰动可产生R
o ssby 波解

,

反之则不会 出 现 R
o ssby 波

。

也

就是说
,

若初始扰动速度在相轨线以内区域时
,

扰动将围绕原点沿卵形闭轨线作周期运动
,

如果扰动速度位于相轨线外
,

则扰动将发生不稳定
,

此时不会有波解存在
。

‘ ,

_

、 , 、 , _
, , .

_ ‘
_ ⋯

_._ 卜
_

、
_

_

. 、

_

、 卜 ‘ _ ,

⋯
、 . ‘

⋯ V
.

为了讨论波的稳定性 以及求解方便
,

按照文献 〔“ 〕的作法
,

当 }京}<
1时 ,

对 “”’

式
,

( 1 2 ) 式进行T
a ylo r展开

。

但展开时必须对积分常数加上更严一些的限制
,

要求A 满足

七”In }月I< A < 七”I
n
l月l

一 邑介I n ( 1 一 I
n Z ) ( 1 5 )

即七
。
须满足如下不等式

。< : : < 一 2

(

一
粤兰)

:。 (卜 , · 2 )

( 1 9 )

将 ( 10 )式在平衡点附近作T
ay lo r展开

,

得

V ,
=

W
( 2 0 )

W

,
=

命
V
〔卜(斧)

·

(斧)
“ 一

(斧)
“ · ⋯ ⋯

]
( 21 )

!

少

!

、

对 ( 21 ) 式取一次项
,

就是我们讨论线性正压 R
o s sb y波的基本方 程

。

( 21 ) 式取到二

次项
,

就是我们讨论非线性有限振幅R
o ssby波的基本 方 程

。

四
、

非线性正压R os sby波的稳定性

考虑到非线性项作用
,

( 21 ) 式取到二次项
,

就有

!

V , =
W ( 2 2 )

毛
, ,

V V =

—
VF V l
Ll 一不」

(23 )

常微分方程组 ( 22 ) 、 (23 )类似于力学中单个自由度的自由振动微分方 程 组 〔的
。

对于

方程组本身有两个平衡点O 点 ( V
、

W )
“

( o
,

o
)

;
C 点 ( V

,

W )
=

( 勺
,

o
)

。

从前

面的讨论可知
,

C 点 ( V
,

W )
=

(
”,

o
) 不会产生R

o ssby波解 ( 见图 3 )
,

此 时在C点

附近叠加一个小扰动
,

无 论七
, 月的取值如何它总是不稳定的

。

如果方程 ( 21 )取的 阶数 越

高
,

使W
产

为 。 的点越多
,

但是可以证明这些 点 都 在 波解的存在域以外
,

在它们周围不会

有R
。 s s

b y 波产生
,

扰动总是不稳定的
。

所斗
,

讨论波解的稳定性问题就 转化为平衡点。点

的稳定性问题
。

从物理上看
,

O 点的稳定性表示平衡状态叠加了小扰动偏离平 衡 状 态 后
,

相点是否永远在平衡态附近运动
。

下面根据常微分方程的稳定性理论〔的讨论平衡点的 稳定

性
。

按P
o inea r

一

B
e n

d i
x s o n

理论〔8 〕,

( 2 3 ) 式在平衡点O 附近线性和非线性的定性特点

是
一
致的

。

我们用其一次近似方程组判别其稳定性
。

把 ( 22 ) 和 ( 23 ) 式化为一阶自治系统的常微分方程组



高 原 气 象
· - -

一

弓卷
一 一

-

目 ,

一
- - 一- 一

_
一

一

一
~-一- ~ ~ ~ 一一~ - 一

一一
--
一一一一一

一一
-
一一一

= W

乙
, 二

=

—
V

月

( 2 4 )

( 2 5 )

VW

在平衡点O 的特征方程为

}
“一入

阵
}月

}= 0
U
—

八 !

( 2 6 )

展开后
,

得

邑
八 . =

—月
( 27 )

由上式可以判断 ( 25 )式 O 点的稳定性
。

工<
0

n

此时
,
‘一 士 i

之1万厂
为一对共

“
虚根

,
。“是稳定的

。

邑 、 ,

一二下
沪 户

户 U
I!

此时
,
、= 土

_

/粤为两实根
,

且有一实根为正
,

则 。点是不稳定的
。

, 11

这个结论 和我们前面讨论R os
sby波存在性时所得结论是一致的

,

即要 求勃< o (或岁”

< o )
,

且A 满足(1 4) 式时才有波解存在
,

并且扰动所产生的波是稳定的
。

邑
一 一 二 U

此时方程组可直接化为

产,= W
L丫V ,

= 0

从而有V = C 担 + C
Z ,

其中C
:
和C

Z为积分常数
,

显然当士~ oo
,

V
~ co

,
O 点是不稳 定

的
。

由 ( s ) 式
- ~ 场 息
:景1史

.
丫二一 二 V
:

只有日一
d

, u

d y
昌

O

。

也就是说当日一
d
么 u

d y
么

= 0 时
,

平衡

点匕点是不稳定的
,

这个结论就是众所周知的线性正压不稳定判据
。

当日-

和非线性情况下扰动都是不稳定的
。

荤牛
· ”在线性

dy

从以上的讨论还可以看出
,
当线性正压稳定时

,

由于非线性项作用
,

扰动也可出现不稳

定
。

在实际大气中
,

造 成母一
d
么 u

d y
么

= O 的情况是不多的
,

更多的情况是由于非 线性作用造

成的不稳定
。
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五
、

非线性正压R os sby波的解

按照〔5
、

6 〕中的作法
,

讨论 ( 4 )~ ( 5 )式描写的一类R
o ssby 波的解析 解

,

将(12)

式改写为

攀
=A 一

: : I
n
一: l+ : v 一 I

n
l
l 十

答l
‘ .

1

‘

⋯ V
, , _

当 l尸二一 }又 1lI
,

且A 满足 (1 4) 式时
,

.
、

二
_ V .、 . ,

_
,

_
~

.

~ _

特I
n 11 + 二丁

,

} 近仃 l
ay lo r展分Il

In ! 1 + 分}
=
斧

一

专(斗)
“ ·

夸(干)
”
+ 。

(
,
斧

,
‘

) (
2 9 )

略去 。

(
!

知
4
)后将 ‘2” , 式代 入 ( 28 , 式可 得

3月2
一 成‘ 月V

“ 一 :
告 B

‘ g

3 息 。
, , 二 、

下产一二万一 厂 气 V 夕
‘ I!

-
( 3 0 )V

r..L

一2

‘
仁一月

其中B = A 一 邑n ln !勺}> 0
。

为了保证解为有界周期函数
,

故要求P( V )
= 0 有三个实根

。

因此对于常数B需要加以一

定的限制
,

由P, ( V ) = O可求出两个极点的值

p ‘: , = 一

专
。3 一

专
:么 B

~
, _ 、

3

。

。 ,
_

厂 L O 少 二 一 -
于 月

‘
x U 又 O

马

为保证P ( V ) 二
.

0 有三个独立的实根
,

要求P ( ” ) > O
,

即

B < 一

冬如O

从而有

,
1

尽月In l月}久 A 夭 一
一

诬一
.
乙刀

V

由此可 以看出
,

采用T
a y lo r展开的方法求波解时

,

解的 范围缩小了
,

对于 邑n<

冬邑:时的波动解我们尚无法求出其解析解
,

但此时解是存在的
。

O

A >
一

对于七< 。 , 月> 。的情况
,

不妨设V
,

<
o

< V
Z

<
刀< V

3 。
这时的解为

、: , o 、
_

、; , 、; 飞: 、 _ _ 2
了 / 七

, : : : : 、 、 , n

、
’ 、 ” ’ 一 ’ ‘ 一 、 ’ ‘ 一 ”

’ U “

气尸 一
而
百、 ‘ “ 一 ’ ‘ ’ 入 。

)

对于七> o
, ”< O 的情况

,

不妨设 V
。

<
月< V ,

< o < V
Z 。

·

这时的解为

V ‘”, 二 V
l + ‘V

Z 一 V
l
, 一 (了彝

‘V
Z 一 V

3
)
· 。

)
34 )

其中
en ( )表示J

aeobi椭园余弦函数
。
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结 束 语

本文应用常微分方程的稳定性理论 和 相 图分析方法讨论了 ( 4 )、( 5 )式所描 写的一类

非线性正压 R os
sb y波的存在性和稳定性

。

R
o s :

b y 波的存在要求基本气流绝对涡度的经向梯

度与波速
、

基本气流之差为反号
,

且V = 0 时的初始涡度不为零
。

当满足上述条件时非线性扰

动是稳定的 ,反之扰动变为不稳定的
。

若日=
dZ u

dy 名
在所讨论的范围内存在

,

则不稳定判据与

线性正压不稳定判据一致
。

另外
,

在线性正压稳定时
,

由于非线性作用也可 造 成 扰 动的不

稳定
。

但上述结论是很初步的
,

在讨论中我们略去了由于经向扰动所产生的非 线 性 作 用
,

对

于该项的影响以及地形和非绝热加热的作用
,

我们将在另文中详细讨论
。

本文曾得到刘式适
,

黄思训两位老师的热情帮助
,

特此致谢
。
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