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大气运动方程组的算子特性及其应用
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本文利用文献〔�〕提出的描述大气运动的算子理论
,

研究了绝热无摩擦线 性 化

方程组的算子特性
,
并利用这些特性讨论了

� �� 初值问题解的唯一性问题
, �� 大气

特征波动的普遍性质
, �� 检验了几种经典近似的合理性

,
在保证算子性质不变的前

提下对非弹性近似和 � � � � �� � � � � 近似作了重新定义
。

最后指出采用算子理论描述

大气运动的基本特征具有广泛的应用前景
。

一
、

引 言

进行大气动力学的理论分析和做数值天气预报都不可避免的要对原始方程组进行这样那

样的简化
。

在以往的研究中
,
一直没有 明确地讨论过各种简化对基本方程组的根本物理属性

有何影响以及在普遍意义下的简化原则
。

最近 ,
丑纪范〔�〕提出了描述大气运动的算子理论

,

指出了算子方程的固有特征以及简化方程组应该遵循的普遍准则
。

本文试图应用这一理论 以

简 化的方程组为例研究某些经典近似的合理性
。

二
、

基本方程组及算子特性

为 了简单起见
, 采用不考虑基本气流

, 并作了适当变换以后的绝热无摩擦的 线 性 方 程

组〔�〕
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,
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。

其中
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表示汉依检于 �的基本场
。
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为 简单起见
, 选取一个矩形区域

,
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,
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算子方程 �� �一 �� 是文献〔们提出的普遍意义下算子方程的一个特例
。

内积 �甲
� , 甲 �

�如下 �
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� , 甲 �
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类似地我们定义
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其中� 为积分区域
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容易证明
夕 �为正定自伴算子

,
�为反伴算子

苦 。
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这里 � 是总能量密度
, 由下式定义
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由此可见
, 一

俞 �甲
,
�甲�反映 了总能量的守恒性质

, � 的自共珑和正定性是同它被用来

表示能量相联系的
。

而 �甲
,
� 甲� � � 表示算子 �对总能量的变化没有贡献

, 它的反伴性乃是地转偏向力
,
气

压梯度力等不改变总能量这一重要物理本质的表征
。

下面我们来证明算子方程的另外一个性质
。

利用算子的性质我们有
�
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利用 �� � �式 , 我们先来讨论初值问题解的唯一性
�

三
、

初值问题解的唯一性

入 人 入 � � 人

记 印 二 � � , � , � , � , � � � 为初值问题的两解之差的向量函数
。

因方程组是线性的
,

故 甲也是方程的一个解
。

它满足边界条件和零初值条件
。

相应的量 � 满足(16)式和初值条件

E (0) = 0
。

因此对任何时刻 t都有

* : 这里N 算于的反 f扮乡质似乎 与内积的定义和边异条件劝
一

关
,

但对大气还动方程组未说这一性质在 H ilb
e r t

生 臼中进
,

遍成立的
,

〔U 中曾在更广泛的右义下纶 a 过仁 明
,

本文亏‘论的只是一个特例
。



第 3 期 黄建平 丑纪范
:
人气运戴方程红迷算子牡征及其应用

八

彭 !
。

音! 补
+
争

十

;

· 十 p

几C‘

人
.

g
Z
q
Z

〕
,

_ _

十一不耳三
.

ld 包2 = U

州 J
( 1 7 )

因为被积函数曾各平都晕正甲
,

哲以只能有
u 二 v = W 二 p = q 二 O

从而证明了初值问题的解是唯一的
。

需要指出的是
, 上述方法是普遍适用的

,
这里仅以线性方程组说明利用算子特性讨论初

值问题解的适定性问题要比经典的方法 〔3〕更加简明直观
。

四
、

大气书征波动 的普遍性质

考 虑到 B算子的正定性
,

我们重新定义内积为
:
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p
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表示复共辆
。

类似于 (16)式的证明
,
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利用此结果
,
下面我们来证明具有时间因子

e 一 ’一 的运动模型的频率 。是实数以及不同频率的

特征型运动是正交的两个普遍性质
。
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,
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因为被积 函数是正酌
,
所以由 (20 )式可知 。 = 0 .

。

从而证明了
,
频率。是实数

。

(2 ) 不 同频率的特征型运动是正交的
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因为。 :粉。
2 , 故 (2 1)式中的积分等于零

。

这就是说
,
在内积 (18)的意义下

, 两问型但频率

不 同的运动是正交的
。

上述结论
,
就是我们采用叠加原理讨论大气特征波动的数学基础

。

鱿利用B算子的正定性

我们还可证明更复杂的情形
。
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几个经典近似数学背景的注记

文献二1 ]指出
,

大气运功在汲其 聋遍 力意义下可写成算子 方程为形式
, 即

。

恳等
+(”+ L , rp 一

‘
(22)

这卫 B
,

L 为正它自伴算子
,

N 为反 半算子
,
经过种种简化后为方程组

,

也应艳设法写成璐

如 (22 )式 勺章子方星
,

少牛且
‘

雾呆正享子生贡 不变
,

铂展芷荀化舌算子沟隆贡 波吱坏
,

说泪 奇

化 左式 毛 勺了生仁方呈吸 勺勿里属生
。

术 之才仑 勺方呈沮乏迈砍 红l〕的一 个特 例
。

因比
,

当

对 上述 方没组〔l) 一 ( D 乍近 似后 , 仍要保证能写浅形如 (3)式为算子方程
,

并屎证其算 子 的

性质不变
。

下 画我们利 月这个准明来俭证一下几个经典近以为合理性
, 并重靳洽出统一灼定

义
。

这是图勺许多 之献和 功力气象教课书中对非弹匡近以和B
。 , : s s i n e s q 近以沟定义并 不 完

全一玫
,

因 七肖公男如汉登青
。

下而以文献[5] 的定义为例进行讨论
。

为了将 ,j. 尤为付 匀未简化与简七清兄下为方涅式统一起装
,

按文 狄[5」为作去
,

引 入 示
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。 ,

它们的定义为
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这时 B和N算子可重新写为
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不难看出
,

对算子 B 来说无论采用何利迈似都保持 自已的性质不变
, 但 N算子则不然

。

根据 (2 3)的定义我们有
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有时可以忽略不计
,
但在严格意义上讲文献〔5 〕中的定义是不恰当的

。

为 了保证简化过程中保持 N的性质不变
,
我们将 ( 24 )一 ( 28 ) 重新写为
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其中示踪系数入
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取 ( 23 )式的定义

,
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。也“是说

( 31 )一 ( 35 )所定义的三种近似保证了方程组的简化过程中物理属性没有被破坏
。
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,

我们利 用简化方程组 沟算子待 丝研究了初 直问题解沟准一性问题和大气待征

波动的普遍性质
。

虽然方程过于简单, 但显示当
「
}算子方程描写大气运动

一

寺征的优越性
,
其

方法是 普遍遐 !}J均
,

与经典 匀方法相比更加 简月直观
,

而 且更为严洛
。

另外 , 我 们 !月文 献

〔1〕中 均准 4lJ 验证了
: 1 ) 睁力近以 , 2 ) 非潭生近 以

; 3 ) B o u sin ess 4 近以
,

指出了某些文

献中非弹吮近 以阳B o u sr o eSS q 近以下合双之迁
,

少手降这丙 个近以乍了适 当为修正
。

才方是

组无沦作河神假 它和简比都必需深证 其算子灼特比不变
,

这 是一个占适 沟准则
。

最后可以预见采用算子理论描写大气运功必然会得到广泛 询应刃并具有广阔前景
。
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