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摘要　　超常介质是一种纳米尺度的人工复合材料，可以同时设定材料的介电常数和磁导率。利用超常介质的

这一特性，能够自由地调整光的传播路径。在此基础上，应用坐标转换的方法，计算出圆柱形和椭圆柱形的介电常数

和磁导率分布，让光在介质内沿着特定的轨迹传播，绕过包围的空腔，沿入射 的 方 向 出 射，从 而 实 现 圆 柱 和 椭 圆 柱 形

状的隐形。
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　　超常介质是一种纳米尺度的人工复合材料，通常由纳米

微杆、金属小环等构成其结构单元，这 些 纳 米 小 部 件 在 材 料

中扮演着人造原子的角色。最常见的 结 构 单 元 是 裂 环 金 属

共振器结构［１，２］：由一个有缝隙的传导金属环组成，缝隙的目

的是提供电容。这些机构单元的尺度要小于目的波长，因而

会产生一些奇特的电磁性质。由于纳米工艺技术的进步，可

以把这些纳米结构单元做得很小，从而在微观尺度上实现自

然存在的介质所没有的性质，如实现负折射率［３－６］、使材料的

磁导率不为１［５］等。由于超常介质在国防、科研等方面的应

用，引起国内外研究者的广泛关注，但以往的研究主要以球

形为主［７，８］，限制了其应用。本研究利用坐标转换的方法，计

算出圆柱形和椭圆柱形的介电常数和磁导率分布，让光在介

质内沿着特定的轨迹传播，绕过包围 的 空 腔，沿 入 射 的 方 向

出射，从而实现圆柱和椭圆柱形状的隐形。

１　光线垂直圆柱体入射

运用超常介质可以自由地设定介电常数和磁导率［５］的

特性，可以控制光的传播速度和传播方向，以实现隐形：控制

光经过隐形容器介质层，绕过空腔，出射时光的传播方向、相

位和入射光相同。这样容器所盛物 体 的 信 息 不 会 通 过 光 传

播出去。图１为光束垂直入射圆 柱 形 隐 形 容 器 的 坐 标 变 换

示意图。

图１　光束垂直入射圆柱形隐形容器的坐标变换示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ａｂｏｕｔ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ
ｌｉｇｈｔ　ｎｏｒｍａｌｌｙ　ｉｎｃｉｄｅｎｔ　ｂｅａｍｉｎｇ　ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ

为了将这一过程形象化，假设系统处在一个可以随意拉

伸的介质内 如 图１（ａ）所 示。记 录 下 笛 卡 尔 网 格 中 的 初 始
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场［３］，设线元为ｘ、ｙ、ｚ。然 后，将 柱 体 进 行 拉 伸，变 为 如 图１
（ｂ）所示的形状，设此时的坐标系的线元为ｑ１、ｑ２、ｑ３，则弧元

的关系为［１］：

　　ｄｓ２＝ｄｘ２＋ｄｙ２＋ｄｚ２＝Ｑ１１ｄｑ２１＋Ｑ２２ｄｑ２２＋Ｑ３３ｄｑ２３ ＋
　　　　　２Ｑ１２ｄｑ１ｄｑ２＋２Ｑ１３ｄｑ１ｄｑ３＋２Ｑ２３ｄｑ２ｄｑ３ （１）

　　　　Ｑｉｊ ＝ｘｑｉ
ｘ
ｑｊ
＋ｙｑｉ

ｙ
ｑｊ
＋ｚｑｉ

ｚ
ｑｊ

（２）

简写Ｑ２ｉ＝Ｑｉｉ。在新坐标系中，麦克斯韦方程组可写为：

　　　　μ^
ｉｊ ＝μδ

ｉｊＱ１Ｑ２Ｑ３（ＱｉＱｊ）－１

　　　　 ε^ｉｊ ＝εδｉｊＱ１Ｑ２Ｑ３（ＱｉＱｊ）－１ （４）

这样在新的坐标系下，介电常数和磁导率变为［１］：

　　　　

εｑｎ′＝εｑｎ
Ｑｑ１Ｑｑ２Ｑｑ３
Ｑ２ｑｎ

μｑｎ′＝μｑｎ
Ｑｑ１Ｑｑ２Ｑｑ３
Ｑ２ｑｎ

Ｅｑｎ′＝ＱｑｎＥｑｎ，Ｈｑｎ′＝ＱｑｎＨｑ

烅

烄

烆 ｎ

ｎ＝１，２，３ （５）

如图２（ａ）所示，在柱坐标系下：

　　
ｘ＝ｒｃｏｓθ
ｙ＝ｒｓｉｎθ
ｚ＝ｚ

（６）

设经过拉伸后柱形介质的横截面内径为Ｒ１，外径为Ｒ２，
如图２（ｂ）所示。经过拉伸，介质的横截面径长由ｒ变为ｒ′，
其中ｒ＝０拉伸到ｒ′＝Ｒ１，ｒ＝Ｒ２ 拉伸到ｒ′＝Ｒ２。

假设ｒ和ｒ′之间的关系是线性的，从而新坐标为：

　　　　ｒ′＝Ｒ１＋
ｒ（Ｒ２－Ｒ１）

Ｒ２
　　　　θ′＝θ，ｚ′＝ｚ （７）

代入式（２）得：

　　Ｑｒ′２＝ （ｘｒ
ｒ
ｒ′
）２＋（ｙｒ

ｒ
ｒ′
）２＋（ｚｒ

ｒ
ｒ′
）２＝

　　　　（ｃｏｓθ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２＋（ｓｉｎθ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２＋０＝（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２

（８）

　　Ｑθ′２＝ （ｘｒ′θ′
）２＋（ｙｒ′θ′

）２＋（ｚｒ′θ′
）２＝（－ｒ

２

ｒ′２ｓｉｎθ
）２＋

　　　　（ｒ
２

ｒ′２ｃｏｓθ
）２＋０＝ｒ

２

ｒ′２
（９）

　　　Ｑｚ′２＝ （ｘｚ′
）２＋（ｙｚ′

）２＋（ｚｚ′
）２＝０２＋０２＋１＝１

（１０）
代入式（５）可得光垂直入射时圆柱形隐形容器的介电常

数和磁导率的分布为：

　　　　εｒ′ ＝μｒ′ ＝
Ｒ２－Ｒ１
Ｒ２

ｒ
ｒ′

　　　　εθ′ ＝μθ′ ＝
Ｒ２

Ｒ２－Ｒ１
ｒ′
ｒ

　　　　εｚ′ ＝μｚ′ ＝
Ｒ２

Ｒ２－Ｒ１
ｒ
ｒ′

图２　圆柱体下光垂直柱轴入射的轨迹示意图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ａｂｏｕｔ　ｌｉｇｈｔ　ｎｏｒｍａｌｌｙ　ｉｎｃｉｄｅｎｔ
ｂｅａｍｉｎｇ　ｔｈｅ　ｃｙｌｉｎｄｅｒ

２　光线斜入射圆柱形隐形容器

光线斜入射圆柱形隐形容器时，可以看作是垂直入射等

偏心率的椭圆柱，如图３所示。
设光线入射面于水平面的夹角为α，椭圆的长轴方向为

ｘ方向，在柱坐标系下，线元ｘ、ｙ、ｚ分别为：

　　　　

ｘ＝ｒｃｏｓθｃｏｓα
ｙ＝ｒｓｉｎθ
ｚ＝ｚ

（１１）

图３　光束斜入射圆柱形隐形容器的等效轨迹示意图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ａｂｏｕｔ　ｌｉｇｈｔ　ｏｂｌｉｑｕｅ　ｉｎｃｉｄｅｎｔ　ｂｅａｍｉｎｇ
ｔｈｅ　ｃｙｌｉｎｄｅｒ

利用以上的变化方法，经过拉伸后：

　　　　ｒ′＝Ｒ１＋
ｒ（Ｒ２－Ｒ１）

Ｒ２
　　　　　　θ′＝θ，ｚ′＝ｚ （１２）

于是得出在光线斜入射圆 柱 形 隐 形 容 器 的 介 电 常 数 和

磁导率分布：

　　　　　　　　　εｒ′ ＝μｒ′ ＝
（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｃｏｓ
２θ

ｃｏｓ２α＋
（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｓｉｎ２槡 θ· ｒ２

ｒ′２ｃｏｓ２α
ｓｉｎ２θ＋ｒ

２

ｒ′２ｃｏｓ
２槡 θ

（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｃｏｓ
２θ

ｃｏｓ２α＋
（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｓｉｎ２θ
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　　　　　　　　　εθ′ ＝μθ′ ＝
（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｃｏｓ
２θ

ｃｏｓ２α＋
（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｓｉｎ２槡 θ· ｒ２

ｒ′２ｃｏｓ２α
ｓｉｎ２θ＋ｒ

２

ｒ′２ｃｏｓ
２槡 θ

ｒ２

ｒ′２ｃｏｓ２α
ｓｉｎ２θ＋ｒ

２

ｒ′２ｃｏｓ
２θ

　　　　　　　　　εｚ′ ＝μｚ′ ＝ （ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｃｏｓ
２θ

ｃｏｓ２α＋
（ Ｒ２
Ｒ２－Ｒ１

）２ｓｉｎ２槡 θ· ｒ２

ｒ′２ｃｏｓ２α
ｓｉｎ２θ＋ｒ

２

ｒ′２ｃｏｓ
２槡 θ

３　光沿椭圆长轴方向垂直 入 射 椭 圆 柱 形 隐 形

容器（内层为圆柱形）

　　光线沿椭圆长轴方向垂直入射椭圆柱形隐形容器（内层

为圆柱形）时如图４所示。
在柱坐标系下：

　　
ｘ＝αｒｃｏｓθ
ｙ＝ｒｓｉｎθ
ｚ＝ｚ

（１３）

设外层椭圆横截面的长短周分别为ａ和ｂ，沿着椭圆柱

形的长轴方向，在椭圆柱形截面的内边界ｒ′＝Ｒ，在截面的外

边界ｒ′＝ａ，从而可以得到权重系数α＝ｂ／ａ。
经变换为：

　　　　
ｘ＝ （１＋

ｂ
ａ －１

ａ ｒ）ｒｃｏｓθ

ｙ＝ｒｓｉｎθ
ｚ＝

烅

烄

烆 ｚ

（１４）

　　　　ｒ′＝Ｒ＋ｒ
（ａ－Ｒ）
Ｒ

，θ′＝θ，ｚ′＝ｚ （１５）

　　　　Ｑｒ′ ＝ （ ａ
ａ－Ｒ

）２＋（２
（ｂ－ａ）ｒ
ａ（ａ－Ｒ）

ｃｏｓθ）槡 ２

　　　　Ｑθ′ ＝ （ｒ
ｒ′
）２＋（ｂ－ａａ２

ｒ２
ｒ′ｓｉｎθ

）槡 ２

　　　　Ｑｚ′ ＝１

图４　光线沿椭圆长轴方向垂直入射椭圆柱轨迹示意图

（内层为圆柱）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ａｂｏｕｔ　ｌｉｇｈｔ　ｎｏｒｍａｌｌｙ　ｉｎｃｉｄｅｎｔ　ｂｅａｍｉｎｇ
ｔｈｅ　ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ　ｃｙｌｉｎｄｅｒ

代入式（５）得：

　　　　　　　εｒ′ ＝μｒ′ ＝
（ ａ
ａ－Ｒ

）２＋（２
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）
（ａ－Ｒ）２

ｃｏｓθ）２槡 · （（ｒ′－Ｒ）ａ
ｒ′（ａ－Ｒ）

）２＋（
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）２

ｒ′（ａ－Ｒ）２
ｓｉｎθ）槡 ２

（ ａ
ａ－Ｒ

）２＋（２
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）
（ａ－Ｒ）２

ｃｏｓθ）２

　　　　　　　εθ′ ＝μθ′ ＝
（ ａ
ａ－Ｒ

）２＋（２
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）
（ａ－Ｒ）２

ｃｏｓθ）２槡 · （（ｒ′－Ｒ）ａ
ｒ′（ａ－Ｒ）

）２＋（
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）２

ｒ′（ａ－Ｒ）２
ｓｉｎθ）槡 ２

（（ｒ′－Ｒ）ａ
ｒ′（ａ－Ｒ）

）２＋（
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）２

ｒ′（ａ－Ｒ）２
ｓｉｎθ）２

　　　　　　　εｚ′ ＝μｚ′ ＝ （ ａ
ａ－Ｒ

）２＋（２
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）
（ａ－Ｒ）２

ｃｏｓθ）２槡 · （（ｒ′－Ｒ）ａ
ｒ′（ａ－Ｒ）

）２＋（
（ｂ－ａ）（ｒ′－Ｒ）２

ｒ′（ａ－Ｒ）２
ｓｉｎθ）槡 ２

　　由于椭圆空心柱体不具有轴对称性，所以它的式子变得

如此复杂。实际制作中，可 以 在 小 范 围 内 取 近 似 值，而 不 是

让它们的值非常精确地按连续函数 变 化。每 一 束 进 入 柱 体

的光线都沿着一条相对应的曲线绕过空腔，相比未对空腔区

域拉伸前，光程变长了。为 了 隐 藏 空 腔 内 的 信 息，在 光 程 变

长的同时，光从介质内出射时的相速要与入射时相同。这就

意味着相速大于光在真空中的传播 速 度。而 如 果 同 时 要 求

光束没有色散，这样群速和相速相等，且 群 速 不 得 能 超 过 光

速。因此在这种方法中，必 须 要 求 材 料 对 频 率 产 生 色 散，而

这样最终符合条件的只是特定的光的频率［９－１１］。

４　结论

超常介质可以在很小范围内 任 意 调 节 介 电 常 数 和 磁 导

率，因此可以自由地设计材料的介电 常 数 和 磁 导 率，应 用 坐

标转换的方法，计算出圆柱形和椭圆柱形隐形容器的介电常

数和磁导率分布，实现了从圆形到柱形隐形容器的突破。实

际制作中，可以在小范围内近似地取εｒ′、εθ′、εｚ′、μｒ′、μθ′、μｚ′的

值，而不是让它们值非常精确地按连续函数变化。从以上的

计算可以看出，运用坐标转换的方 法，设 计 的 容 器 尺 寸 没 有

严格的限定，对于所要隐藏的物体 也 没 有 要 求，因 为 它 的 应

用十分广泛，如设计隐形衣、保护光敏材料等。运用该方法，
还可以对其它具有超对称结构的形状进行类似的形状衍生，
构建更复杂形状的隐形容器，从而使隐形容器的应用从单一

的球形向多种形状拓展，为隐形容器的广泛应用提供参考。
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